
 

 

第三章  问题求解 
 

第 1 节  组合数学初步 

 

1、排列与组合 

历史 
1772 年，旺德蒙德以[n]p 表示由 n 个不同的元素中每次取 p个的排列数。而欧拉则于

1771 年以及于 1778 年以表示由 n 个不同元素中每次取出 p个元素的组合数。至 1872 年，

埃汀肖森引入了以表相同之意，这组合符号（SignsofCombinations）一直沿用至今。 

1830 年，皮科克引入符号 nCr 以表示由 n 个元素中每次取出 r 个元素的组合数；1869

年或稍早些，剑桥的古德文以符号 nPr 表示由 n 个元素中每次取 r 个元素的排列数，这用法

亦延用至今。按此法，nPn 便相当於现在的 n!。 

1880 年，鲍茨以 nCr 及 nPr 分别表示由 n 个元素取出 r 个的组合数与排列数；至 1899

年，克里斯托尔以 nPr 及 nCr 分别表示由 n 个不同元素中每次取出 r 个不重复元素的排列数

与组合数，并以 nHr 表示相同意义下之可重复的排列数，这三种符号也通用至今。 

 

两个基本原理是排列和组合的基础 
(1)加法原理：做一件事，完成它可以有 n 类办法，在第一类办法中有 m1 种不同的方法，

在第二类办法中有 m2 种不同的方法，……，在第 n 类办法中有 mn 种不同的方法，那么完成

这件事共有 N＝m1＋m2＋m3＋…＋mn 种不同方法。 

(2)乘法原理：做一件事，完成它需要分成 n 个步骤，做第一步有 m1 种不同的方法，做

第二步有 m2 种不同的方法，……，做第 n 步有 mn 种不同的方法，那么完成这件事共有 N＝

m1×m2×m3×…×mn 种不同的方法。 

这里要注意区分两个原理，要做一件事，完成它若是有 n类办法，是分类问题，第一类

中的方法都是独立的，因此用加法原理；做一件事，需要分 n 个步骤，步与步之间是连续的，

只有将分成的若干个互相联系的步骤，依次相继完成，这件事才算完成，因此用乘法原理。 

这样完成一件事的分“类”和“步”是有本质区别的，因此也将两个原理区分开来。 

 

排列和排列数 
(1)排列：从 n 个不同元素中，任取 m(m≤n)个元素，按照一定的顺序排成一列，叫做

从 n 个不同元素中取出 m 个元素的一个排列。 

从排列的意义可知，如果两个排列相同，不仅这两个排列的元素必须完全相同，而且排

列的顺序必须完全相同，这就告诉了我们如何判断两个排列是否相同的方法。 

(2)排列数公式：从 n 个不同元素中取出 m(m≤n)个元素的所有排列 

排列的记号和公式为
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当 m＝n 时，为全排列 nPn=n*(n－1)*(n－2)…3*2*1＝n！ 

 

组合和组合数 
(1)组合：从 n 个不同元素中，任取 m(m≤n)个元素并成一组，叫做从 n 个不同元素中

取出 m 个元素的一个组合。 



 

 

从组合的定义知，如果两个组合中的元素完全相同，不管元素的顺序如何，都是相同的

组合；只有当两个组合中的元素不完全相同时，才是不同的组合。 

(2) 组合数：从 n 个不同元素中取出 m(m≤n)个元素的所有组合的个数 

(3) 这里要注意排列和组合的区别和联系，从 n 个不同元素中，任取 m(m≤n)个元素，

“按照一定的顺序排成一列”与“不管怎样的顺序并成一组”这是有本质区别的。 

组合的记号为 C(n,k)或  

 

根据 P(n,k)的定义： 

， 

。 

 

常见计数方法 
1. 特殊优先 

特殊元素，优先处理；特殊位置，优先考虑 

例．六人站成一排，求 

(1)甲不在排头，乙不在排尾的排列数 

(2)甲不在排头，乙不在排尾，且甲乙不相邻的排法数 

分析一、 

先考虑排头，排尾，但这两个要求相互有影响，因而考虑分类。 

第一类：乙在排头，有 P(5,5)种站法； 

第二类：乙不在排头，当然他也不能在排尾，有 4*4*P(4,4)种站法； 

共 P(5,5)+4*4*P(4,4)种站法。 

分析二、 

第一类：甲在排尾，乙在排头，有 P(4,4)种方法。 

第二类：甲在排尾，乙不在排头，有 3*P(4,4)种方法。 

第三类：乙在排头，甲不在排头，有 4*P(4,4)种方法。 

第四类：甲不在排尾，乙不在排头，有 P(3,3)*P(4,4)种方法。 

共 P(4,4)+3*P(4,4)+4*P(4,4)+P(3,3)*P(4,4)=312 种。 

 

2. 捆绑与插空 

例．8 人排成一队 

(1) 甲乙必须相邻 

(2)甲乙不相邻 

(3)甲乙必须相邻且与丙不相邻 

(4)甲乙必须相邻，丙丁必须相邻 

(5)甲乙不相邻，丙丁不相邻 

分析：（1）甲乙必须相邻，就是把甲乙捆绑(甲乙可交换)和 7 人排列 P(7,7)*2 



 

 

（2）甲乙不相邻，P(8,8)-P(7,7)*2。 

（3）甲乙必须相邻且与丙不相邻，先求甲乙必须相邻且与丙相邻 P(6,6)*2*2；甲乙必

须相邻且与丙不相邻 P(7,7)*2-P(6,6)*2*2 

（4）甲乙必须相邻，丙丁必须相邻 P(6,6)*2*2 

（5）甲乙不相邻，丙丁不相邻，P(8,8)-P(7,7)*2*2+P(6,6)*2*2 

例．某人射击 8 枪，命中 4 枪，恰好有三枪连续命中，有多少种不同的情况? 

分析：因为连续命中的三枪与单独命中的一枪不能相邻，因而这是一个插空问题。另外

没有命中的之间没有区别，不必计数。即在四发空枪之间形成的 5 个空中选出 2个的排列，

即 P(5,2)。 

例．马路上有编号为 l，2，3，……，10 十个路灯，为节约用电又看清路面，可以把其

中的三只灯关掉，但不能同时关掉相邻的两只或三只，在两端的灯也不能关掉的情况下，求

满足条件的关灯方法共有多少种? 

分析：即关掉的灯不能相邻，也不能在两端。又因为灯与灯之间没有区别，因而问题为

在 7 盏亮着的灯形成的不包含两端的 6 个空中选出 3 个空放置熄灭的灯。 

所以共 C(6,3)=20 种方法。 

 

不定方程的正整数解个数 

例：求方程 的正整数解的个数 

分析：想象现在有 M 个球一字排列，要把它们分成 N 组，我们用 N-1 块木板将它们分割

成 N 段，N-1 块木板放在中间的 M-1 个空格中，由于每个空格中只能放一块木板，所以这是

一个组合问题，答案是 

 

又因为每一种放置木板的方法对应了一组不定方程的解，所以原问题的答案也是 

 

 

例：求方程 的非负整数解的个数。 

分析：设 ，则 ，问题转化为上一种情况，于是

答案为 

 

 

2、几个特殊的数列 

Catalan 数 
在一个有 n+2 条边的凸多边形中，我们可以画出 n-1 条不相交的对角线将多边形分为 n

个三角形，设所有满足条件的方案数是 ，定义 ，求 。 



 

 

分析： 

我们试图找出 的递推关系和通项公式。 

考虑凸 n+2 边形的任意一条边，我们设为基边，考虑这条边所在的三角形，这个三角形

会把凸 n+2 边形剖成两块，一块有 k+2 条边（可以剖分成 k个三角形），那么另一块有 n+1-k

条边（可以剖分成 n-1-k 个三角形），根据乘法原理，这样的剖分方案数是 ，又

因为 k 显然可以从 0 一直变化到 n-1（考虑边界情况，并注意到对角线不相交，所以这里不

会出现重复计数），故 

 

数列 就是著名的 Catalan 数列，在组合数学的许多问题上都有很重要的应用。

Catalan 数列的递推关系正如上式，再加上一点生成函数的知识就可以推导出它的通项公

式，但是生成函数已远远超出本书所介绍的知识范畴，有兴趣的读者可以参考《组合数学》

（《Introductory Combinatorics》，Richard A． Brualdi 著）中第 7 章和第 8 章的相关内

容。笔者在此仅仅给出 Catalan 数列的通项公式，并不要求读者明白它是怎么来的： 

 

我们会在以后看到这个数列非常有用，希望读者认真记住这个公式。 

 

从另一种模型推导 Catalan 数 

定理：n 个+1 和 n 个-1 构成的 2n 项 ，并且其部分和满足 

 

对所有 k 都成立的数列个数等于第 n 个 Catalan 数 

 

证明：如果 n 个+1 和 n 个-1 的序列满足部分和都不小于 0，则称其为可接受的，否则

为不可接受的，令 为 n个+1 和 n 个-1 形成的可接受序列的个数，令 为不可接受的序列

个数。我们尝试计算出 的值和 的值以得到 的值。 

任意一个有n个+1和-1的构成的2n项必然属于且仅属于可接受序列和不可接受序列之

一，于是有 

 

下面我们试图计算出 的值。 



 

 

对 于 任 意 一 个 不 可 接 受 的 数 列 中 一 定 存 在 一 个 最 小 的 k ， 使 得

，于是我们可以得到一些显然的结论：k 是一个奇数，前 k-1 个数

中+1 和-1 恰好各占一半且 。我们将这 k 个数取相反数，后面的数不变，由此得到

了一个有 n+1 个+1 和 n-1 个-1 的数列。注意这个操作是可逆的：对于一个有 n+1 个+1 和 n-1

个-1 的数列，我们只需要找到最小的 k，满足 ，然后将前 k 个数

取反即可得到原数列。所以不可接受的序列和有 n+1 个+1 和 n-1 个-1 的数列是一一对应的，

故 

 

再结合 

 

可知定理成立。 

 

Catalan 数列的应用 
因为 Catalan 数列满足递推关系（1）和定理（2），所以它在许多看似没有联系的模型

中都有重要的应用。 

 

1．括号序列：给出一个有 n 个运算符 n+1 个运算数的算式，要求在算式中任意添加括

号，那么本质不同的运算顺序有多少种？ 

分析：考虑最后一个运算的符号，它的左边有 k 个运算符，右边则有 n-1-k 个运算符，

由乘法原理可知这个问题满足递推关系（1），于是答案是 Catalan 数列。 

2．有 2n 个人排队进入剧场，入场费 50 元，每人都带着一张 50 元或 100 元的钞票，剧

院售票处没有任何零钱，有多少种情况满足无论什么时候售票处都能找的开零钱。 

3．一个 n*n 的网格图，从左下走到右上，每次只能向上或向右走，不能走到左下到右

上的对角线的上方，一共有多少种走法？ 

分析：2、3两个问题本质是由 n 个+1 和 n 个-1 组成的序列中任意部分和都非负的序列

总数（模型的转换希望读者认真思考），于是这两个问题的答案也是 Catalan 数列。 

4．有 n 个结点的形态不同的二叉树一共有多少棵？ 

分析请读者自行完成 

这个问题的答案也满足递推关系（1） 

5．出栈序列统计，有 n个数和一个栈，本质不同的合法序列一共有多少种？ 

提示：将一次入栈操作视为+1，一次出栈操作视为-1，剩余的分析请读者自行完成。 

 

第 2类 Stirling 数 
请读者注意，第 1 类 Stirling 数和第 2类 Stirling 数的出现都是基于对差分数列的研

究，但是笔者无意给读者介绍这些在信息学初赛中毫无用处的数列，所以差分数列和第一类

Stirling 数的相关知识完全略去，请有兴趣的读者参考《组合数学》（《Introductory 

Combinatorics》，Richard A． Brualdi 著）中第 8 章第 2 节的相关内容。下面仅仅从第 2



 

 

类 Stirling 数的一个小应用引入第 2 类 Stirling 数。 

 

定理：第二类 Stirling 数 S(n,k)是将 n 个元素的集合划分成 k 个不可辨认的非空盒子

的划分的个数。注意，这里的不可辨认是指不能把一个盒子与另一个盒子分辨开，它们看起

来都一样。 

下面给出第二类 Stirling 数的递推关系和证明： 

S(n,k) = k*S(n-1,k) + S(n-1,k-1)；S(n,1)=1（n≥1），S(n,n)=1。 

上面的递推式可以用组合证明：一方面，如果将元素 n 单独拿出来划分成 1 个集合，那

么方法数是 S(n-1,k-1)；另一方面，如果元素 n所在的集合不止一个元素，那么可以先将

剩下的 n-1 个元素划分好了以后再选一个集合把 n 放进去，方法数是 k*S(n-1,k)。 

 

例题：盒子与球 

有 3 个一模一样的盒子和 6 个不同颜色的球，将这些球放到 3 个盒子里并且保证每个盒

子里至少有 1 个球，求放置的方案总数。 

 

答案：第二类 Stirling 数 S(6,3) 

 

3、容斥原理与错位排列问题 

容斥原理 

 
 

在计数时，必须注意无一重复，无一遗漏。为了使重叠部分不被重复计算，人们研究出

一种新的计数方法，这种方法的基本思想是：先不考虑重叠的情况，把包含于某内容中的所

有对象的数目先计算出来，然后再把计数时重复计算的数目排斥出去，使得计算的结果既无

遗漏又无重复，这种计数的方法称为容斥原理。 

 

例题：有多少能被 3 或 5 或 7 整除的小于 1000 的正整数？ 

分析：设 分别表示被 3 整除、被 5 整除、被 7 整除的数构成的集合，根据

公式， 

 
于是答案是 

 

 

 

错位排列问题 
对于一个 1……n 的任意排列，有一种情况是第 i 个位置上的数不是 i 对任意 i 都成立，

例如 n=3 时，有且仅有排列 231 和 312 是满足要求的，这样的排列被称为错位排列。现在的



 

 

问题是，能否对于任意 n，给出错位排列的个数？ 

 

分析：利用容斥原理。 

设 表示 i 这个数在原来位置上的排列的集合，则错位排列的个数 

 

现在我们来算 ， 

先算 ，因为有 1 个数在固定的位置上，有 C(n,1)种情况，对于每一种情况，剩下

的 n-1 个数任意排列，于是有 C(n,1)*(n-1)!=n!种情况。 

再算 ，因为有 2 个数在固定的位置上，有 C(n,2)种情况，对于每一种情况，

剩下 n-2 个数任意排列，于是有 C(n,2)*(n-2)!=n!/2 种情况。 

…… 

…… 

一般地，因为有 k 个数在固定的位置上，另外(n-k)个数任意排列，所以 

 

综上，由容斥原理，我们可以得到错位排列的公式 

 

 

错位排列的递推关系 

考虑 1 号位置的那个数，不妨设为 k，k>1 

以下有两种情况： 

1．k 号位置的那个数是 1，于是剩下 n-2 个数也是一个错位排列，有 种情况； 

2．k 号位置的那个数不是 1，那么不妨设 1 原来所在的位置应该在 k，这样就是除 k以

外的 n-1 个数的一个错位排列，方案数为 。 

最后，因为 k的取值可以是 2 到 n 中的任意一个，于是我们得到了错位排列的递推关系 

 

初始值  

事实上在 n 较小的时候，计算 更多的是通过递推关系而不是通项公式，但是通项公

式和递推关系以及它们的推导过程希望读者能牢牢记住。 

 



 

 

两个计数技巧——算两次和补集转化 
算两次 

在对一个集合进行计数的时候，我们往往可以通过不止一条途径得到答案，那么用两种

不同的方法计算得到答案应该是相同的，这样的技巧称为算两次，事实上算两次的应用并不

仅仅局限于验证答案的正确性，请看下面的例题： 

一棵二叉树中有 7 个结点有 2 个儿子，求二叉树中有多少叶子结点（没有儿子的结点）？ 

分析：设 S表示二叉树的结点总数， 表示有 i个儿子的结点的个数。 

一方面 S 可以这样计算：所有结点的个数总和， 

即  

另一方面，S可以这样计算，根结点+所有有 1 个儿子的结点的儿子个数+所有有 2 个儿

子的结点的儿子个数， 

即  

两次计算结果相互对照可以得出 ，于是例题的答案是 8。 

 

这样的技巧我们可以推广到 k 叉树中得到更一般的结论： 

 

 

补集转化 

在计算一个集合 A 中元素的个数的时候，往往会发现直接求解很困难，但是如果我们换

一种思路，利用全集 C和 A 在 C 中的补集中元素的个数迂回求解一般可以达到更好的效果，

这样求解的技巧称为补集转化，多用于集合本身元素个数不好分析但是全集和补集都很容易

求解的情况，由于这样的情况大量存在，所以补集转化思想是一个很重要的计数技巧。 

计算中用到补集转化的例子比比皆是，我们甚至不需要刻意去找这样的例题，稍微留心

的读者大概就已经注意到了，我们在上文求解错位排列的通项公式的时候就用了补集转化的

思想。另一个稍远的例子在前面第 2 部分“从另一种模型推导 Catalan 数”部分，可接受序

列 的个数不好求，但是 的值和 的值都可以很方便地求到，于是我们利用补集转

化的技巧得到了 的值。 

 

4、鸽巢原理 

鸽巢原理 
鸽巢原理，又名狄利克雷抽屉原理、鸽笼原理。 

其中一种简单的表述法为：若有 n个笼子和 n+1 只鸽子，所有的鸽子都被关在鸽笼里，

那么至少有一个笼子有至少 2 只鸽子。 

另一种为：若有 n 个笼子和 kn+1 只鸽子，所有的鸽子都被关在鸽笼里，那么至少有一

个笼子有至少 k+1 只鸽子。 

 

鸽巢原理的加强形式 



 

 

令 ，如果将 

 

个鸽子放入 n 个笼子里，那么，或者第 1 个笼子至少有 个鸽子，或者第 2 个笼子至少有

个鸽子，……，或者第 n 个笼子至少有 个鸽子。 

 

若有 n 个笼子和 kn-1 只鸽子，所有的鸽子都被关在鸽笼里，那么至少有一个笼子至多

只有 k-1 只鸽子。 

 

鸽巢原理的简单应用 
一位国际象棋大师有 11 周的时间备战一场锦标赛，他决定每天至少下一盘棋，但为了

不使自己过于疲劳他还决定每周不能下棋超过 12 盘，证明存在连续的若干天，期间这位大

师恰好下了 21 盘棋。 

 

证明：令 表示第 1 天所下的盘数， 表示前 2 天所下的盘数， 表示前 3天所下的盘

数……由于每天都要下至少一盘棋，故数列 是一个严格递增的序列。

此外， ，而且由于每周下棋最多是 12 盘，即 。因此，我们有 

 

此外，序列 也是一个严格递增的序列： 

 

于是，这 154 个数 

 

中的每一个都是 1 到 153 之间的一个整数。根据鸽巢原理克制，它们中间有两个是相等的。

既然 中没有相等的数，并且  

中也没有相等的数，因此必然存在一个 i 和一个 j 使得 。从而，这位国际象

棋大师在第 j+1，j+2，j+3，……，i天这段时间内一共下了 21 盘棋。 

 

例题【NOIP2010 提高组】记 T 为一队列，初始时为空，现有 n 个总和不超过 32 的正整

数依次入列。如果无论这些数具体为何值，都能找到一种出队的方式，使得存在某个时刻队

列 T 中的数之和恰好为 9，那么 n 的最小值是___________。 

分析：组合数学题目的一种常见思路是先猜测答案再证明。我们试图通过鸽巢原理猜出

答案。 



 

 

设 表示前 i 个数的和，并规定 ，事实上原题要求出最小的 n，使得存在

满足 。于是我们可以把 S 数组看做鸽子，用不能同时取的一组（即

差为9）的集合构造笼子，构造方法如下：一共有18个集合按如下方式选取， {0,9}、 {1,10}、 

{2,11}、 {3，12}、 {4,13}、 {5,14}、 {6,15}、 {7,16}、 {8,17}、 {18,27}、 {19,28}、 

{20,29}、 {21,30}、 {22,31}、 {23,32}、 {24}、 {25}、 {26}，根据题意，我们一旦在

某个集合中取了两个元素，那么一定存在某个时刻队列 T中数之和恰好为 9，于是由鸽巢原

理我们可以知道 n=18（S 数组有 19 个元素）一定满足条件。 

下面我们来证明 n=17 不可行，事实上只要构造出一组不合法的序列即可。可以选择如

下不合法的序列：1  1  1  1  1  1  1  1  10  1  1  1  1  1  1  1  1。 

综上：原问题所求的 n的最小值为 18。 

 

5、Nim 取石子游戏 

最简单的取石子游戏 
考虑这样一个简单的问题： 

有一堆石子，共 n 个，两个人轮流取石子，每次最少取 1 个，最多取 m个，取完最后一

个石子的人获胜，问先手有没有必胜方案。 

这是一个非常经典的题目，相信大部分读者都做过这样的题目。这里直接给出答案：当

n mod (m+1) = 0时，先手必败；否则先手必胜，必胜策略是每一次都取走当前石子数mod (m+1)

的值。 

 

SG 函数 
现在我们来考察上面所说的策略为什么是对的。 

首先说明必败态和必胜态的概念。必败态是说当前这个状态，先手无论如何操作都必败；

必胜态则是说当前这个状态，先手无论如何操作都必胜。注意，在一般确定操作状态（例如

不会有每次给一个随机数根据随机数操作的情况）的组合游戏中，只会存在这两种状态，如

果先手和后手都足够聪明，不会出现介于必胜态和必败态之间的状态。 

 

一个重要的性质：从必败态走到的每一个状态都是必胜态，从必胜态操作一步走到的所

有状态中至少有一个是必败态。规定无法操作的状态为必败态。 

 

在最简单的取石子游戏中，设 f[N]表示还剩 N 个石子的状态，那么显然 f[N]可以转移

到 f[N-1]到 f[N-M]，这里面只要有一个必败态 f[N]就必胜否则必败。 

那么我们是否可以不通过递推的方式判断必胜态还是必败态呢？ 

 

下面引入 SG 函数。 

SG 函数的规定如下：最终状态（不可操作状态）的 SG 函数为 0，其余状态的 SG 函数规

定为所有不等于它的某一个后继状态的SG函数的最小非负整数,例如一个状态有2个后继状

态，它们的 SG 函数分别为 2 和 3，则当前状态的 SG 函数为 0；2 个后继状态的 SG 函数分别

为 0 和 2，则当前状态的 SG 函数为 1。 

 

SG 函数判断状态是否必胜的规则是如果当前状态的 SG 函数为 0，则当前状态必败，否

则当前状态必胜。容易发现引入 SG 函数后我们之前递推判断必胜必败的规则也可用于 SG



 

 

函数的递推上。往往我们可以找到一些状态和 SG 函数之间的规律，从而避免递推。 

 

例题【NOIP2010 提高组】 

#include <iostream> 

using namespace std;  

const int NUM = 5;  

int r(int n){ 

    int i; 

    if (n <= NUM)  return n; 

    for (i = 1; i <= NUM; i++) 

        if (r(n - i) < 0) return i; 

    return -1; 

}  

int main(){ 

    int n;   cin>>n; 

    cout<<r(n)<<endl; 

    return 0; 

} 

输入：16 

输出：_________ 

分析：这个程序实际上就是通过递推的方式来求最少取 1 个石子，最多取 5 个石子的博

弈游戏的 SG 函数，但是我们可以分析出规律：状态 f[N]的 SG 函数=n mod 6，于是应该输

出 4。 

 

Nim 取石子游戏 
现在有若干堆石子，两人轮流操作，每人每次可以从任意一堆中取任意多个，但是不能

不取，取完最后一个石子的人获胜（即无法再取的人就输了）。 

这个问题就是最经典的 Nim 取石子问题。 

我们在此不加证明地直接给出这个游戏状态的 SG 函数。 

对于一个状态，设有 N堆石子，每堆个数分别为 ，那么这个状态

的 SG 函 数 为 。 根 据 SG 函 数 的 定 义 ，

的状态为必胜态，否则为必败态。 

在这里笔者仅仅给出一个每个状态的SG函数不会等于其任意一个后继状态的SG函数的

证明，更详细的关于 SG 函数为什么等于所有数 xor 值的证明读者可以参照下面一部分《Nim

取石子游戏的必胜态策略分析》中的分析自行完成。 

 

xor 函数有一个相当优美的性质，它是一个可逆函数（所谓可逆函数，就是存在反函数

的函数），并且它的反函数就是本身。 

举一个简单的例子，a xor b = c，那么一定有 b xor c = a 和 a xor c = b。 

下面我们用反证法进行证明，假设存在一个状态的 SG 函数和它的一个后继状态的 SG

函数相等，设 ，当前的操作是在第 M 堆中取若干石子，设



 

 

，即除 以外其他所有数的 xor 值，设在 这一堆中取走了 x个，因为当前状

态和这个后继状态 SG 函数相等，则有 ，由于 xor 函数的反函

数就是它本身，于是可知 ，从而 x=0，与游戏者不能不取的条件矛盾，故原命

题成立。 

 

Nim 取石子游戏的必胜态策略分析 
最后我们来分析一下 Nim 取石子游戏中的必胜态策略。 

由上一部分的证明可以看出，如果有一个状态的 SG 函数为 0，那么它的任何后继状态

的 SG 函数一定不为 0，也就是说它的任何后继状态都是必胜态，现在我们只需要找出一个

方案，使得任何一个必胜态依此操作后都会形成一个必败态。 

 

考虑任意一个必胜态的 SG 函数值 s，将它写成二进制的表示，找出最高位的一个 1。因

为这一位是 1，又由 xor 函数的运算规则可知，至少有一堆的石子数写成二进制之后这一位

也是 1，不妨设是第 k 堆，有 x 个石子。设 ，由 xor 函数的性质可知，用 x’代

替x作为第k堆的石子数之后，所有石子堆的石子数xor的值为0，于是我们只需证明 。

事实上因为 s 的最高位的 1，不妨设为第 c 位，由 xor 函数的运算规则和 x 这一位也是 1 的

约定可知：x 和 x’在比 c更高的数位上数字完全相同，且 x第 c 位为 1，x’的第 c 位为 0，

所以我们甚至无需继续比较就可以得出结论： 。 

综上，按照如上的构造方法，在第 k 堆中取走 x-x’个石子就可以使一个必胜状态变成

必败状态，于是必胜策略的可行性得证。 

 

例题【NOIP2006 普及组】现有 5 堆石子,石子数依次为 3，5，7，19，50，甲乙两人轮

流从任一堆中任取（每次只能取自一堆，不能不取）, 取最后一颗石子的一方获胜。甲先取，

问甲有没有获胜策略（即无论乙怎样取，甲只要不失误，都能获胜）？如果有，甲第一步应

该 在 哪 一 堆 里 取 多 少 ？ 请 写 出 你 的 结 果 ：

_________________________________________________。  
 

分析：首先我们来看第一个问题，判断当前这个状态是否是必胜态。 

因为 3 ^ 5 ^ 7 ^ 19 ^ 50 = 32 > 0，所以当前的状态是必胜态，先手有必胜策略。 

下面我们来回答第二个问题，根据上一部分的策略，先看 32 的最高位，最高位为 6，

而石子的个数中，50 的第 6 位为 1，于是我们应该让那一堆剩下 50 xor 32 = 18 个石子，

即从 50 那一堆中取走 32 个。 

 

6、图论浅谈——二分图理论与 Ramsey 理论 

二分图 
二分图又称作二部图，是图论中的一种特殊模型。 设 G=(V,E)是一个无向图，如果顶

点 V 可分割为两个互不相交的子集(A,B)，并且图中的每条边（i，j）所关联的两个顶点 i

和 j 分别属于这两个不同的顶点集(i in A,j in B)，则称图 G 为一个二分图。 



 

 

二分图最著名也是最重要的一个应用就是最大匹配，但是在这里，最大匹配与初赛无关，

我们来看另一个也很重要但是往往容易被忽视的结论： 

一个图是二分图的充分必要条件是这个图中不含奇环 

充分性是说如果一个图不含奇环，那么这个图是二分图；必要性是说如果一个图是二分

图那么这个图一定不含奇环。证明显然。 

另一个显然的事实是，如果二分图的某一类点有 x 个，另一类点有 y个，那么这个二分

图中最多有 xy 条边。 

 

例题【NOIP2010 提高组】无向图 G 有 7 个顶点，若不存在由奇数条边构成的简单回路，

则它至多有__________条边。 

 

分析，由条件可知这个图是一个二分图，设某一类点有 x个，那么另一类点有(7-x)个，

原题即求 x(7-x)的最大值，其中 x 是正整数。可以用一元二次方程的性质或者一些经典的

不等式，很快就能得到答案为 12。 

 

我们将这个题目推广开去，如果一个图有 N 个点，不存在由奇数条边构成的简单回路，

则它至多有 条边。 

注意，如果我们用一个看似更松一点的约束条件：这个图中不存在三角形，那么这个问

题的答案并不会增加，取等号的条件也不变，仍为一个一类点有 个、另一类点有 个的

完全二分图。 

 

 

7、从两个形似的问题看数学模型的构建 
在这一节里，我们将讨论最小任意交换排序和最小相邻交换排序。笔者将在最后给出一

些分析数学问题和建立数学模型的建议，希望能对读者有一点启发，起到一点抛砖引玉的作

用。 

 

最少任意交换排序 
【NOIP2008 普及组】将数组{8，23，4，16，77，-5，53，100}中的元素按从小到大的

顺序排列，每次可以交换任意两个元素，最少需要交换（ ）次。  
A．4 B．5 C．6 D．7  
 

分析：初看此题，毫无头绪，我们不妨从最简单的贪心和模拟开始，看看能不能找到一

点思路。 

首先第一个数是 8，排好序后第一个数应该是-5，于是做一次交换；第二个数是 23，排

好序后应该是 4，于是做一次交换。此时序列变成{-5，4，23，16，77，8，53，100}。然

后再把 23 和 8 交换，77 和 23 交换，77 和 53 交换即可排好序，一共用了 5 次交换。我们用

了贪心的思想做到了正确答案 5 但是很可惜目前我们还不知道这个答案为什么是对的。 

 

为此需要引入置换的概念。 



 

 

设 X 是一个有限集。不失一般性，取 X={1,2,3，……，N} 

X 的一个置换 

 

是一个 1 到 N 的排列，这个置换可以视为 X 到其自身定义的一个一对一的函数 

 

其中 ，用行列式可以表示为 

 

事实上如果我们把 k 和 之间连一条有向边，那么一个置换可以用一个有向图唯一地表

示，特别地，这个有向图是由一些有向环组成的（包括只有一个点的自环），注意到我们每

次交换两个元素只有当这两个元素在一个环上时才有意义，并且一个有 k 个点的环至少需要

交换 k-1 次才能完成排序，于是最少任意交换排序的答案就是 N-置换环的个数。 

 

最少相邻交换排序 
现在我们把上面一个问题的要求变一下，每次只能交换两个相邻元素，那么这时的最少

交换次数又会是多少呢？ 

 

分析：这个问题和上面那个问题看上去很相似，然而很可惜，它们只是形似，本质的数

学模型没有一点相近的地方。 

为解决这个问题，我们先考察相邻交换的性质。注意到相邻交换只会改变相邻两个数的

相对大小而不会影响到别的数，因此我们考虑能不能从改变相对大小这个方面入手。在数列

中，有一个值和相对大小密切相关，那就是逆序对数。所谓逆序对，就是指一个数列中的两

个数 i 和 j，i 在数列中的位置在 j 的前面并且 i>j。显而易见的是，一个排好序的数列的

逆序对数为 0。现在我们看看相邻交换对逆序对数有什么影响，如果前一个数小于后一个数，

交换后逆序对数加 1；否则逆序对数减 1。因为排好序的数组不含逆序对，所以我们希望逆

序对数减得尽量快，这样可以尽可能减少交换次数。而另一方面，对于一个没有排好序的数

组，我们一定可以找到两个相邻的数是逆序对，这样当逆序对数大于 0 的时候，我们总可以

通过一次交换使逆序对数减 1。于是最小相邻交换排序的交换次数就等于原数列的逆序对

数。 

 

浅谈组合数学问题分析中数学模型的构建 
1．尝试，或者说探索，这是一个很重要的步骤，在这一阶段我们可以用模拟、贪心等

各种手段来探索问题的解，很可能在这一步我们就得到的答案甚至不需要进行后续的分析。 

2．从小数据入手，分而治之。很多题目把数据规模改小之后和原题的处理方法是差不

多的，这一点可以在第 1 步探索时试出来。 

【NOIP2006 普及组】 

现有 80 枚硬币，其中有一枚是假币，其重量稍轻，所有真币的重量都相同，如果使用

不带砝码的天平称重，最少需要称几次，就可以找出假币？你还要指出第 1 次的称重方法。

请写出你的结果：_________________________________________________。 



 

 

80 这个数据规模很大，我们不妨从小数据入手。如果有 2 枚硬币，只有 1 枚假币，那

么很显然一次称重就可以；3 枚硬币也是 1 次就可以（天平的两边各放一枚）。3 枚以上的可

以分成 3 堆，其中两堆数目相同，然后把两堆相同数目的放到天平上称重，这样一次我们就

可以知道假币在哪一堆中，然后这个问题就被用一次称重转化到数据规模为原来 1/3 的问题

了，于是原问题的答案是 。 

3．分析题目中的有效信息，准确地说，是找到题目中的“特点”，例如计数时的一些限

制，最少交换排序的交换方式，这些题目特有的性质是我们分析的要点。 

4．构建有效的数学模型。这是最重要的一步，但事实上在一般的考试题目是没有必要

进行严格的分析的，第一步和第二步往往已经可以解决问题。模型的构建是和题目密切相关

的，也就是根据题目的特点构建的。比如最小相邻排序问题中，我们需要寻找一个量，使得

交换相邻两个数时，这个量的变化是确定的，这样逆序对数就给我提供了一个恰当的帮助。 

最后，数学问题是千变万化层出不穷的，我们也无法给读者提供一个能解决所有问题的

方法，希望这一部分《组合数学初步》能给读者一些思维方法和分析问题上的启迪，起到一

点抛砖引玉的作用，但是要想真正做好数学题，仅靠这一点知识基础是不够的，希望读者能

寻找到一些合适的题目多加练习。 

 

 

 


